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Probl�eme I

1. Soit ABCD un quadrilat�ere. On consid�ere la

demi-droite sym�etrique de la demi-droite de sommet

A contenant D, par rapport �a la bissectrice de l'angle

\BAC. Soit M l'unique point de cette demi-droite tel

que les angles \AMB et\ACD soient �egaux. En appli-

quant l'in�egalit�e triangulaire au triangle MBC, prou-

ver qu'on a l'in�egalit�e :

AC:BD � AB:CD+BC:AD;

avec �egalit�e si et seulement si les quatre points A,

B, C et D sont situ�es, dans cet ordre, sur un même

cercle (Th�eor�eme de Ptol�em�ee).

2. Soient deux cercles concentriques tels que le

rayon du plus grand soit deux fois plus grand que

le rayon de l'autre. Soit A1B1C1D1 un quadrilat�ere

convexe inscrit dans le plus petit des cercles. Notons

A2, B2, C2 et D2 les points d'intersection du plus

grand cercle avec les demi-droites A1B1, B1C1, C1D1

et D1A1, respectivement. Montrer que le p�erim�etre de

A2B2C2D2 est au moins deux fois plus grand de celui

de A1B1C1D1 et trouver les cas d'�egalit�e.

D�emonstration :

1. L'in�egalit�e triangulaire, appliqu�ee au triangle

MBC, dit que :

MC �MB +BC: (1)

 A B

C

D

M

Les triangles AMB et ACD sont semlables (ont les

mêmes angles) et donc :

MB =
AB:CD

AD
et

AM

AB
=

AC

AD
: (2)

De la deuxi�eme de ces relations et de l'�egalit�e des angles

\DAB et \CAM on d�eduit que les triangles DAB et

CAM sont aussi semblables et donc :

MC =
AC:BD

AD
: (3)

En injectant (2) et (3) dans (1) on obtient AC:BD
AD

�
AB:CD
AD

+BC, d'o�u l'in�egalit�e voulue.

L'�egalit�e est atteinte si et seulement si MC =

MB + BC, en d'autres termes si le point B se trouve

sur le segment MC. Ceci n'arrive que si \ABC =

180� �\ABM = 180� �\ADC, c'est �a dire si les quatre

points A, B, C et D sont situ�es, dans cet ordre, sur un

même cercle.

2. Soit O le centre commun des deux cercles, qu'on

peut supposer, sans restreindre la g�en�eralit�e, de rayons

1 et 2.
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En appliquant la question 1. au quadrilat�ere

A1D2A2O on obtient :

2A1A2 � 2A1D2 +D2A2: (4)
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De même on obtient :

2B1B2 � 2B1A2 +A2B2; (5)

2C1C2 � 2C1B2 +B2C2; (6)

2D1D2 � 2D1C2 +C2D2: (7)

En additionnant (4), (5), (6) et (7) on obtient :

D2A2 +A2B2 +B2C2 + C2D2 �
� 2(A1A2 �B1A2) + 2(B1B2 � C1B2)+

+2(C1C2 �D1C2) + 2(D1D2 �A1D2) =

= 2(A1B1 +B1C1 + C1D1 +D1A1);

ce qui fallait d�emontrer.

On a �egalit�e, si et seulement si (4), (5), (6) et (7)

deviennent des �egalit�es. Examinons par exemple (4).

D'apr�es la question 1. on a �egalit�e en (4) si et seulement

si les quatres points A1, D2, A2 et O sont cocycliques.

Dans ce cas : \OA1B1 = \OA1A2 = \OD2A2 = \OA2D2 =

= 180� � \OA1D2 = \OA1D1:

Ceci implique que D1A1 = A1B1. En exploitant

de la même mani�ere (5), (6) et (7) on obtient que

A1B1C1D1 est un carr�e. R�eciproquement si A1B1C1D1

est un carr�e, alors A2B2C2D2 est un carr�e de deux fois

plus grand p�erim�etre.

Probl�eme II

On d�esigne par N� l'ensemble des entiers naturels

non nuls. Soit une application f : N� ! N� , telle que

pour tout n 2 N� on ait l'in�egalit�e f(n+1) > f(f(n)).

1. Montrer qu'il existe un entier n1 2 N� tel que

f(n1) = 1, puis montrer qu'on a n1 = 1 (pour l'exis-

tence de n1 on pourra construire une suite strictement

d�ecroissante d'entiers naturels �a l'aide de l'in�egalit�e

donn�ee dans l'�enonc�e).

2. Montrer que pour tout n 2 N� on a f(n) = n

(on pourra raisonner par r�ecurrence sur n et imiter la

construction de la question pr�ec�edente).

D�emonstration :

On commence par prouver le lemme suivant :

Lemme Soit k 2 N� et soit A l'ensemble des en-

tiers naturels sup�erieur ou �egal �a k. Soit une application

f : A ! A, telle que pour tout n 2 A on ait l'in�ega-

lit�e f(n + 1) > f(f(n)). Alors f(k) = k et pour tout

n � k + 1 on a f(n) � k + 1.

Preuve : On pose x0 = k et pour tout m 2 N�
on d�e�nit xm = f(xm�1) � 1, �a condition que xm�1
soit bien d�e�ni et que f(xm�1) � k + 1. Par l'in�ega-

lit�e de l'�enonc�e on trouve que si pour un certain m 2
N� les nombres x0; x1; :::; xm sont bien d�e�nis, alors

f(f(k)) = f(f(x0)) > f(f(x1)) > ::: > f(f(xm�1)) =

f(xm + 1) > f(f(xm)):

Comme il n'existe pas de suite in�nie strictement

d�ecroissante d'�el�ements de A, on peut trouver un m 2
N� tel que f(xm�1) = k. Si xm�1 � k + 1, alors

k = f(xm�1) > f(f(xm�1 � 1)) 2 A, ce qui est ab-

surde, puisque k est le plus petit �el�ement de A. Donc

xm�1 = k ce qui termine la preuve du lemme.

1. Cette question est une application directe du

lemme avec k = 1 et A = N� .

2. On raisonne par r�ecurrence. Par 1. on a d�ej�a

que f(1) = 1 et f(n) � 2, pour tout n � 2. Suppo-

sons que pour un certain k � 2 on a f(1) = 1; f(2) =

2; :::; f(k � 1) = k � 1 et f(n) � k, pour tout n � k.

Alors en appliquant le lemme �a la restriction de f �a

l'ensemble A des entiers naturels � k, on obtient que

f(k) = k et f(n) � k + 1, pour tout n � k + 1. Ceci

termine la d�emonstration.

Probl�eme III

On consid�ere quatre points distincts deux �a deux

sur la parabole d'�equation y = x2. Montrer que si

les quatre points sont cocycliques (i.e. appartiennent

�a un même cercle), alors leur isobarycentre se trouve

sur l'axe de sym�etrie de la parabole.

D�emonstration :

Soient (xi; x
2
i ) i=1,2,3,4 les quatre points donn�es

sur la parabole. Supposons qu'ils appartiennent tous �a

un même cercle de centre (a; b) et de rayon R. Alors

pour tout i=1,2,3,4 on a :

(xi � a)2 + (x2i � b)2 = R2:

Ceci veut dire que le polynôme :

(X � a)2 + (X2 � b)2 �R2 =

= X4 + (1� 2b)X2 � 2aX + (a2 + b2 �R2);

admet les xi comme racines (i=1,2,3,4). On obtient

ainsi :

X4 + (1� 2b)X2 � 2aX + (a2 + b2 �R2) =

= (X � x1)(X � x2)(X � x3)(X � x4):

En comparant les coe�cients du terme en X3 dans

les deux côt�es de cette �egalit�e, on obtient x1+x2+x3+

x4 = 0, ce qui veut exactement dire que l'abscisse de

l'isobarycentre des quatre points (xi; x
2
i ) est nulle, et

donc cet isobarycentre se trouve sur l'axe de sym�etrie

de la parabole.

Probl�eme IV

Dans un pays il y a 2000 villes connect�ees entre elles

grâce �a un r�eseau de 4001 routes. Montrer qu'il existe

un parcours ferm�e passant par moins de 20 villes (on

pourra commencer par traiter le cas o�u de chaque ville

partent au moins 3 routes di��erentes).
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D�emonstration :

On r�ep�ete tant que possible le proc�ed�e suivant : s'il

existe des villes dont partent au plus deux routes, on

les enl�eve avec les routes issues d'elles. Il est important

de remarquer qu'�a la �n il reste au moins une ville,

car en enlevant k villes on enl�eve au plus 2k routes, et

comme le nombre de routes est strictement plus grand

que deux fois le nombre de villes, on ne peux pas enle-

ver toutes les routes et villes par ce proc�ed�e.

On s'est ainsi ramen�e �a un pays avec moins de 2000

villes, mais tel que de chaque ville partent au moins

trois routes.

Raisonnons par l'absurde en supposant que tout

parcours ferm�e passe par au moins 21 villes. Choisis-

sons donc une ville A0, et consid�erons tous les parcours

fA0; A1; :::; Akg tels que k � 10 et les villes Ai et Ai+1

sont reli�es par une route pour tout i = 0; 1; :::; k � 1.

Une ville sera dite de niveau k, si k routes la s�eparent

de A0.

Toute ville de niveau k (1 � k � 9) est reli�e �a une

ville de niveau k�1 et �a au moins deux nouvelles villes

de niveau k + 1, car on a suppos�e que tout parcours

ferm�e passe par au moins 21 villes. On a ainsi le plan

suivant :

A

1 2 . . . 9 10

0

Il y a donc au moins 3 � 2k�1 villes de niveau

k (1 � k � 10) et donc au total on a au moins

3(1 + 2 + :::+ 29) = 3069 > 2000 villes, ce qui est une

contradiction. Il existe donc un parcours ferm�e passant

par moins de 20 villes.

Probl�eme V

Soient CH , CM et CI, respectivement, la hauteur,

la m�ediane et la bissectrice issues du sommet C d'un

triangle ABC. Si CH = 7, CM = 18 et CI = x, trou-

ver pour quelles valeurs de x l'angle\ACB est :
a) aigu, b) droit, c) obtus.

D�emonstration :

Il est facile de voir que le point I se trouve entre

les points H et M . Soit O le centre du cercle circons-

crit autour du triangle ABC et soit D l'autre point

d'intersection de ce cercle avec la bissectrice CI.

A B

C

I M

O

D

H

Les points O, M et D se trouvent alors sur la m�e-

diatrice du segment AB. On remarque que :

- si l'angle\ACB est obtus, alors le point O est entre

les points M et D et par cons�equent MD > OD =

OC > CM = 18.

- si l'angle\ACB est droit, alors les points O et M

coincident et par cons�equent MD = CM = 18.

- si l'angle\ACB est aigu, alors le point M est entre

les points O et D et par cons�equent MD < CM = 18.

Le but maintenant est d'exprimer MD est fonction

de x. On a :

MI =MH � IH =
p
182 � 72 �

p
x2 � 72;

MD =
CH:MI

IH
=

7(
p
182 � 72 �

p
x2 � 72)p

x2 � 72

On trouve facilement que MD = CM = 18, si et

seulement si x = 8; 4. On en d�eduit que l'angle\ACB

est obtus pour 7 < x < 8; 4, droit pour x = 8; 4 et aigu

pour 8; 4 < x < 18.

Probl�eme VI

Deux entiers naturels sont dits premiers entre eux

s'ils ont 1 comme seul diviseur commun. �Etant donn�es

k � 2 entiers naturels, deux �a deux distincts, a1, a2, ...

, ak, on consid�ere l'ensemble N(a1; a2; :::; ak) form�e des

entiers naturels n tels que les k entiers a1+n, a2+n, ... ,

ak+n soient premiers entre eux deux �a deux. Le but de

ce probl�eme est de savoir si l'ensemble N(a1; a2; :::; ak)

est �ni ou in�ni.

1. Si a < b sont deux entiers naturels, montrer que

l'ensemble N(a; b) est in�ni.
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2. Si maintenant a < b < c sont trois entiers natu-

rels, montrer que l'ensemble N(a; b; c) est encore in�ni.

3. Trouver quatre entiers naturels a, b, c et d, deux

�a deux distincts et tels que N(a; b; c; d) soit �ni.

4. Soit k � 4 et soient k entiers naturels, deux �a

deux distincts, a1, a2, ... , ak. Montrer que l'ensemble

N(a1; a2; :::; ak) est �ni si et seulement s'il existe un

entier m, avec 2 � m � k=2, satisfaisant la propri�et�e

suivante :

Pour tout entier r 2 f0; 1; :::;m� 1g il existe deux

indices i et j, avec 1 � i < j � k, tels que m divise les

deux nombres ai � r et aj � r.

Expliciter ce crit�ere dans le cas o�u k = 4.

5. Soient k � 2 entiers naturels, deux �a deux

distincts, a1, a2, ... , ak. Montrer que si l'ensemble

N(a1; a2; :::; ak) est �ni, alors il est vide.

D�emonstration :

1. L'ensemble fn 2 N j 9 p; premier p > b; n =

p� bg est un sous ensemble in�ni de N(a; b).

2. Tout nombre premier divisant au moins deux

parmi les trois nombres a + n, b + n et c + n, divise

�egalement le nombre A = (b�a)(c�a)(c�b). Soit P1 le
produit des nombres premiers qui divisent (b�a)(c�a).
Soit P2 le produit des nombres premiers qui divisent

(c�b), mais qui ne divisent pas (b�a)(c�a). Alors P1
et P2 sont premiers entre eux, et donc par le th�eor�eme

des restes chinois il existe une in�nit�e de nombres n 2 N
tels que P1 divise n+ a� 1 et P2 divise n+ b� 1. Il est

facile de voir qu'un tel n est forc�ement dans N(a; b; c),

ce qui prouve que cet ensemble est in�ni.

3. Si deux parmi a, b, c et d sont pairs et les deux

autres impairs, alors N(a; b; c; d) est vide.

4. Tout nombre premier p divisant au moins deux

parmi les entiers a1+n, a2+n, ... , ak+n, divise �ega-

lement l'entier A =
Q
i<j(ai � aj). Soit P l'ensemble

des diviseurs premiers de A. Par le th�eor�eme des restes

chinois on obtient :

N(a1; a2; :::; ak) est �ni ()
() Il existe un nombre premier p 2 P tel que

pour tout entier assez grand n, il existe deux indices

i et j, avec 1 � i < j � k, tels que p divise les deux

nombres ai + n et aj + n ()
() Il existe un nombre premier p 2 P tel que

pour tout entier r 2 f0; 1; :::; p� 1g, il existe deux in-

dices i et j, avec 1 � i < j � k, tels que p divise les

deux nombres ai � r et aj � r.

Si p > k=2, il existe au moins un entier r 2
f0; 1; :::; p � 1g tel que p divise au plus un parmi les

ai � r, 1 � i � k. Donc :

N(a1; a2; :::; ak) est �ni ()
() Il existe un nombre premier p 2 P , 2 � p �

k=2; tel que pour tout entier r 2 f0; 1; :::; p�1g il existe
deux indices i et j, avec 1 � i < j � k, tels que p divise

les deux nombres ai � r et aj � r.

5. Raisonnons par l'absurde. Supposons que

N(a1; a2; :::; ak) est �ni, mais n'est pas vide, et pre-

nons en un �element n0. Alors pour tout m 2 N on

a n0 + m
Q

i<j(ai � aj) 2 N(a1; a2; :::; ak), et donc

N(a1; a2; :::; ak) n'est pas �ni. C'est absurde. Donc si

N(a1; a2; :::; ak) est �ni, alors il est vide.

FIN
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